Metodos Numericos
Resolucao de Sistemas de Equacoes
Lineares

Renato S. Silva, Regina C. Almeida




Sistemas de Equacoes Lineares L

Os sistemas lineares de equacoes (SELAS) aparecem
em muitos - quase todos - problemas de modelagem
computacional em engenharia e ciéncias!

e O que € um sistema de equacoes lineares?

e Resolucéo de varias equacoes “lineares”
simultaneamente
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Exemplo

2¢19 + 4xo + 4dx3 = 2
3 equacdes e 3 incognitas: x1,x2 € 3 1 4+ 5x9 + 6xz3 = 2
x1 + 32 + x3 = -1
linhas (1) <= equacdes

Definindo: o o
colunas (j) <=  coeficientes que multiplicam uma

incognita especifica em cada linha

Iinha/coluna j=1 Jj=2 j=3

1= 211 + 4z + 4dzxs = 2

1 =2 1 + 5xy + 6xzz3 = 2

1 =3 1 + 3x9 + 23 = -1
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Definicbes L

Coeficientes a;;:

ai1ry + ai2x2 + aizxs = 2 ai1 =2 ai2=4 aiz3=4
a21r1 + a22x2 + ag3x3z = 2 onde ag1 =1 a2 =5 az3=2~6
azir1 + asz2x2 + azzxz = —1 az1 =1 a3z32=3 a3z3=1

@ nao dependem de z; = sistema linear de equacgdes

a11z1 + aiz2xe2 + a1zxzz3 = by b1 =2
Definindo b; : a21x1  + ag2x2 + asx3 = by onde by =2
a3z1x1 + az2x2 + a3zzxz = b3 b3 = —1
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Notacao Matrix xVetor

Ax=b ou AT =10 ou Az =b ou

onde

vetor de
Incognitas:

X =

matriz de
coeficientes:

L1
L2

L3

vetor do lado

o b =
direito:

a1 ai2 a13

A= | a1 az ao3

as; asy as3
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SELAS

Sistema com n equacdes e n incognitas:

vetor de vetor do
incognitas: lado direito:
x1 b1 a1l
X9 b2 a21
X pr— ; b pr— s A pr—
i In | i bn ] i anl

matriz de

coeficientes:

ai2

az2

an?2

Aln

a2n
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SELAS

Reescrevendo o sistema Ax =b

aii a2z ... Qain X1
a1 aso ... aA9n L9
i an1 an2 ... QAupn 1L Ln |




SELAS L

Até aqui A € uma matriz com n linhas e n colunas
(matriz quadrada).

Q Seaz-jeéR:>A€§R”X”
Q SeaijeCiAeC"X"

Se A é uma matriz com n linhas e m colunas (matriz
retangular).
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SELAS L

e Trés situacoes podem ocorrer na resolucéao de
Ax = b:

a existe uma unica solucéo;
a existem infinitas solucoes,;
a Nnao existe solucao.
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SELAS L

Exemplo 1:
92 0| 1] 91 + Oy = 1 —1/9
A= 0 b = = 1+ Ur = /
0 4 8 Ox1 + 429 = 8 T9 = 2

A é nao-singular e existe um unico vetor solucéao x dado
por

1/2
2
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SELAS L

Exemplo 2:
92 0| BN 91 + Oz = 1 —1/9
A 0 b N 1+ Uzxo9 :>x1 /
0 O 0 Ox1 +0x9 =0 9 = (&

A é singular e existem infinitos vetores-solucao x dados
por

1/2

8
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SELAS L

Exemplo 3:
A 2 0 b 1 N 2x1 + 0xq =1 ?
0 4 1 Oz1 + O0xzg =1

Nao existe solucao x pois a segunda equacao nao pode
ser satisfeita!
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SELAS Triangulares

Exemplo:

( 201 + 4x9 + 4dxg = 2 | 2 4 4 11 x1 |
{ 5c9 — 2x3 = 1 ou 0 5 =2 o

\ 203 = 4 i 0 0 2 1 [ 23 |

@ uma equacao pode ser trivialmente resolvida: a dltima — z3 = 2

@ agora que x3 é conhecida, podemos resolver a segunda equacao:
509 —2x3 =1 =529 —2X2=1= 29 = 1.

@ finalmente, x; pode ser determinado de modo anéalogo:

201 +4x9 +4x3 =2 =221 +4x1+4X%X2=2= 39 = —5.

=
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SELAS Triangulares L

Principio basico: retrossubstituicao (back-substitution)

e precisamos que a;; # 0 (denominados pivots)

e 0 mesmo acontece quando A é triangular superior:
substituicao
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Metodo de Eliminacao de Gauss L

Objetivo: desenvolver um procedimento automatico, um
algoritmo, para a obtencéo da solucao do conjunto de
equacoes.

Principio do Método: Como os sistemas triangulares
sao faceis de resolver, transformaremos o sistema linear
em um outro triangular equivalente.
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Exemplo 1 L

Considere o sistema 1

”

211 + 4z + 4x3 = 2
{ Tl + 3x2 + lzg = 1
| Z1 + b5xz9 + ©6x3 = —0
gue equivale ao sistema 2
( 1 + 32 + 1z = 1
% 221 + 4z + 4x3 = 2
| Z1 + bxz9g + O6x3 = —0

@ troca entre a primeira e segunda linhas

@ vetor solucdo nao se altera

=
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Matrizes e vetores associados sao diferentes

=

Exemplo 1

[ 9
1
1

—_— N

ot W &~

e € para o sistema 2

Tt = W

Sy = &~

D

e para o sistema 1 tem-se
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Exemplo 2 L

Seja o sistema 1

[ 2%1 4+ dzo 4+ dzz = 2
% Tl + 3x2 + lzg = 1
| Z1 + bBx9 + ©6xz3 = —6

Substituindo a segunda equacéao pela soma da primeira equagao com a segunda
equacao obtém-se o0 seguinte sistema equivalente

”

2¢19 + 4x9 + 4dx3 = 2
{ 3r1v + Tx2 + bxz = 3
| Z1 + bxz9g + O6x3 = —06

Geoma/03 — p.17/52



Eles sao equivalentes pois somando a primeira equacao que € satisfeita

Exemplo 2

(21 + 4x2 + 423 = 2) com a segunda (z1 + 3z2 + 1z3 = 1) que também é satisfeita
obtém-se uma outra em substituicdo, que também é verificada automaticamente, isto &

O sistema modificado passa a ser

com nenhum efeito sobre a solucao.

=

201 +4x9 +4x3 = 2
1 +3x2 + 123 =1

2
3
1

4
7
5

4
5
6

1
Z2

3

3x1 + 7x2 + 523 = 3
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Exemplo 3

Agora, se antes de somarmos as duas equacoes, a
segunda equacao for multiplicada por —2, isto €,

2x1 + 4x9 + 43 = 2
-+ —ZX(xl—l—?):lZg—l—]:lZg:]) :
Oxy — 229 + 223 =0

obtém-se o seguinte sistema equivalente

2 4 4 1 2
0 —2 2 z9 | =10
1 5 0 x3 —0

L _ 4 L i _ i
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Operacoes Matricials Elementares®

Operacoes elementares nao alteram a solucao do
sistema.

e permutacoes de linhas / colunas
e combinacoes lineares de linhas / colunas

Método de Gauss: transformar o sistema original em um
sistema triangular através de operacoes elementares.
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Exemplo

;

201 + 4x9 + 4x3 = 2
S 1 + 3z9
x1 + 5x9 + 0Ox3

_I_
|

]:l]g

I
|
>

\

sera denotado por

2 4 4| 2
1 3 1| 1
1 5 6| -6
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Exemplo L

PASSO 1: substituir a linka 2 por linka 2— 3 X linha 1

2 4 4 2 2 4 4 2

1 3 1 1 — 0 1 —1 0

1 5 6| —6 1 5 6 —6

isto € equivalente a
1 0 O 2 4 4 2 2 4 4 2
-1/2 1 0 [x|1 3 1 1 = 0 1 —1 0
0 0 1 1 5 6| —6 1 5 6 —6
M Alb
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Exemplo L

A matriz que pré-multiplica o sistema, M, é

0 1
M=1-ve, com v=|1/2 e eg=|0
0 0
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Exemplo

Assim, para transformar

—_— = N

ot W &~

Sy = &~

fazemos ...

em
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Exemplo L

PASSO 1:
linha 2 := linha 2 — (1/2) X linha 1 linha 3 := linha 3 — (1/2) X linha 1
2 4 4 2 2 4 4 2
c 1 -1 0 o 1 -1 0
1 5 6 —6 0o 3 4 —7

equivalente a

1 0 O 2 4 4 2 2 4 4 2
-1/2 1 0 [x|1 3 1 1 = o 1 -1 0
-1/2 0 1 1 5 6| —6 0 3 4 —7

J\}r] f‘;|rb A;Tb]
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Exemplo

[A, b] — [M]A, M]b]

com

(1)

onde M; =1—vWe

0
1/2

| 1/2
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Exemplo

O novo sistema é [M1 A, Mb] ou A1x = by

Para transformar

o O Do

LW = =

4
—1
4

fazemos ...

=

em
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Exemplo

PASSO 2:

equivalente a

linha 3 := linha 3 — (3) X linha 2

2 4 4 2 2 4 4
X0 1 -1 0 = o 1 -1
0 3 4 —7 0 O 7

L [A1,b1] = [M2A1, M2bq]

onde My =1—vPel com v® =
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Exemplo

PASSO 3: O sistema ja é triangular
>[> retrossubstituicao

e Eliminacao de Gauss € equivalente an — 1
transformacdes gaussianas sucessivas, isto é,
multiplicacbes com as matrizes da forma

My, = I —vFel, onde as primeiras k componentes
de v(*) s&o nulas.
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Fatoracao LU L

S6 considerando o lado direito do sistema:

A AO — MlAO = A1 — M2A1 = A2 — M3A2 = A3

— Mn—lAn—2 — An—l =U

— Ultima A,,_1 = U € uma matriz triangular superior

—1

Em cada passo obtem-se: Ay = M,

Ag41. Assim, com A = Ag obtém-se

Ag = Ml_lAl
= M;7'M;A,
= M IM'M'A
— 1 2 3 3

—1as—1as—1 —1
= MMMl ML AL

I \ ~ N
L U
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Fatoracao LU L

Decomposicao LU: A = LU, com
L=M "My Myt oM

@ note que Mk_l — (I—v(k)eZ)‘l = (I +v®et)

@ considerando somente as primeiras duas matrizes
Ly =M "My " = (T4+0Wel) (1+0@eh) =1+ 0vMWef +oPeb
@ genericamente

Ly = M7'M7V. M7 =T +oWel +0@el 4+ oFel

— O fator L é uma matriz triangular in ferior com 1 na diagonal

Geoma/03 — p.31/52



Uma dificuldade ... L

Considere novamente a eliminac&o de Gauss para o sistema linear:

”

211 + 2x9 + 4x3 2 2
{ 1 + x9 + x3 1 ou 1
! + 4dx2 + 6x3 —5 —5
linha 2 := linha 2 — (1/2) X linha 1 linha 3 := linha 3 — (1/2) X linha 1
2 2 4 2 2 2 4 2
0 —1 0 o 0 -1 0
1 4 6 —5 0 3 4 —6
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Uma dificuldade ... L

>> termo aq; € zero!

2 2 4 2
0 =11 0
0 3 4 | —6

2 2 A4 2
0 3 4 | —6
0 0 —1] 0
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Caso mais geral

X X X X X
0 X X
linhak— | 0 0 9 % %
0 O
X X X
linhal —
= 0 0 -
> permutar linha k com linha | de modo que
laik| = max |ax
1=K,...,1

>>> algoritmo mais estavel!

=
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Sistemas Tridiagonails L

Suponha que é tridiagonal:

a1 a1z O 0 0
a1 az2 a3 0 O
A=10 a3 azz aszs O
0 0 a43 aqa ags

0 0 0 as4 ass

e Mmuitas operacoes podem ser evitadas
e armazenamento também pode ser reduzido

=
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Matrizes Esparsas

Frequentemente

A é esparsa, n é grande

e
Irregularmente estruturada!

Matrizes esparsas: matrizes que permitem utilizar
técnicas especiais para tirar vantagem de sua estrutura

(quando existe) e do grande numero de zeros.
Tirar partido da esparsidade ...

e computar economicamente sem armazenar 0S zeros.

=
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Matrizes Esparsas

g, e
e, T T
B =,
R Ny
G o oY
o S, B
lu - i-.i
5 r- - I.I--‘
-! 0 -Il. .! Tl -
“ 'l Il-"
M T
=-! :': .. !-'-.l
Ik i
2 T O 1
T 1 |
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Matrizes Esparsas




Matrizes Esparsas




Matrizes Esparsas




Métodos Diretos L

Variacdes do Método de Eliminacéo de Gauss

e nha auséncia de erros de arredondamento fornecem
a solucao exatade Ax =b
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Métodos lterativos L

Computar uma sequéncia de iteracbes que convergem para a solucédo desejada

Dada uma aproximacao x%, o método iterativo gera uma seqiiéncia

que converge para a solucido desejada x = A~ b, onde x™*! é calculado facilmente
de x™

Q

e PP

nao reproduzem a solucéo exata apos um numero finito de passos
decrescem o erro em certa quantidade em cada passo (iteracéo)
processo para quando o erro atinge uma tolerancia pré-estabelecida

erro final depende do numero de iteracdes, das propriedades do método e das
propriedades do sistema linear
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Méts. Diretos x Méts. Iterativos F

e Meétodos Diretos

a Mmais eficientes para matrizes de pegueno porte (n
pequeno)

o Metodos Iterativos

a Mmais eficientes para sistemas esparsos de grande
porte (n grande)
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Métodos lterativos Basicos L

Jacobi

Gauss-Seidel

Sobre Relaxacao Sucessiva - SOR
SSOR

Multigrid

e P P P PP

>r> Gradiente Conjugado
>> GRMES

=
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Método de Jacobi

Considere o sistema

;

\

Ar=b com A=

aiil
a21
a3i

a12
a2
a32

ai3
a3
a33

ai1r1 + ajaxe + a13x3 = by
§ 2171 + a20x2 + ag3x3 = b
a31x1 + asaxre + aszrs = b3

e
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Método de Jacobi L

Com ajy # 0;a99 # 0;az3 # 0 € conhecida uma
aproximacdo inicial ¥, 9, 23 arbitraria, obtém-se

(1 —0a12 . —ais _ 0 0
Ir1 = a1l 2—|— a1 3+a11 — 1mM12 x2+m13 $3—|—Cl

1 _ —axn —a23 _ 0 0
§ Ty = s x1+ 3—|—a22—m21x2—|—m23x3—|—(:2

1 . — — _ 0 0
|z = 8] 4 = “32 2+a33—m31x1+m32x3+63

a33

e classe de métodos que podem ser escritos na forma

x™H — x™ 4+ c .
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Método de Jacobi L

x™ T — Mx™ + ¢, com

0 —aj2/a11 —ai3/a1i i bi/a11
M = | —as/az 0 —ag3 /a2 e c=| by/ag |,
| —ag1/azz —asz/ass — | b3/ass |
e linear: x™t =& (Xm,Xm_l, o, x0 b)

e estacionario: M é constante

©

primeira ordem (convergéncia)

e alto grau de paralelismo: =™ pode ser calculada
L Independentemente uma da outra
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Método de Gauss-Seidel L

No Método de Jacobi:

obtido de
o oPidede 0o 0
(1 0 0
T1 = M12 Ty +M13 T3 + C1
$ x%:mglxg—l—mggxg—l—@ —> x% — x(l)exg
1
| T3 = mM31 $(1)+m32 xg—l—c;g

1 0 0
T3  — X{ €T

Motivacdo: ja que ja temos uma aproximacao para z1,
melhor que z?, porque ndo usa-la para determinar z; ?

=
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Método de Gauss-Seidel L

Numa iteracao de Gauss-Seidel:

1 obtido de 0 0
1 = Ty € T3

1 0
T3 — r] € X3

— r1 € x4
e pode-se reescrever o método como

1
> Mgys x™ + cg4s

=

Geoma/03 — p.49/52



Esqguemas de Relaxacao

Baseados na decomposicao

—a21

—asi

AN
AN —F
_E N
N\ — A=D_-E—_F
0 [0 —ai2 —ai3 [ aii
0 F = 0 0 —a93 D = 0
—azs 0 0 0 0

az2

as3z |
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Esqguemas de Relaxacao L

lteracdo de Jacobi: Dx™! = (E+ F)x™ +b
lteracdo de Gauss-Seidel (D — E)x™t = Fx™ + b

Nomenclatura geral:
x™H = M x™ + ¢
onde
e Jacobi: M; =D ' (E-F)=1-D"14
o Gauss-Seidel: Mys=(D—E) 'F=I1-(D—-E)"' 4

=
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Convergéencia L

Teorema: Uma condicao necessaria e suficiente para o
método iterativo estacionario x™t! = M x™ + c convergir
de uma aproximacao inicial arbitraria z° é que

p (M) = Jnax |Ai] < 1, 0onde p (M) € o raio espectral de
<i1<n
M.
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